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Анотацiя

Ця стаття презентує диайн мови програмування PTS∞, iмплiмен-
тацiї її типового верифiкатора, а також екстрактор байткоду для вiр-
туальної машини Erlang вiд Ericsson. PTS∞ — це мова промiжного
рiвня заснована на так званiй чистiй системi типiв, або системi ти-
пiв з однiєю аксiомою та злiченною кiлькiстью всесвiтiв (консистента
теорiя залежних типiв). Ця мова програмування дає зручну мову про-
мiжного рiвня для застосунку у додадках з пiдвищеними вимогами до
математичної верифiкацiї. Типовий верифiкатор побудований за базi
MLTT принципiв та конфiгурується правилами для предикативної та
iмпредактивної iєрархiї всесвiтiв. Синтаксис цiєї мови програмування
сумiсний з базовим синтаксистом мови Morte, та пiдтримує її базо-
ву бiблiотеку, а також додає поняття нескiнченної кiлькостi всесвiтiв.
Дуже базова бiблiотека прилюдiї з рекрурсивним та корекурсивним
вводом-вивдом додаються як частина цiєї роботи. Це дає змогу засто-
совувати основи математичної верифiкацiї до нескiнченних або довго-
живучих процесiв.

Ми коротко опишемо мову верхнього рiвня, та мову промiжно-
го ядра для описаного в статтi типового верифiкатора, та покажемо
мiсце цiєї мови у конценптуальнiй системi доведення теорем, яка пе-
редбачає поєднання: 1) оптимального лямбда обчислювача; 2) мову з
однiєю аксiомою; 3) MLTT мову; 4) мову з гомотопiчними типами та
iнтервалом.
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1 Вступ
IEEE1 стандарт та регуляторнi документи ESA2 визначають набiр iнстру-
ментiв та пiдходiв для процесу валiдацiї та верифiкацiї програмногоо за-
безпечення Найбiль розширенi технiки передбачають застосування матема-
тичної логiки та теорiї доведення теорем для формулювання виробничих
задач у математичнiй формi для формальної перевiрки коректностi таких
програм на всiї областi визначення функцiї з доведення властивостей цих
функцiй.

Ера верифiкованих теорем, типових верифiкатори та систем доведення
теорем бере свiй початок з доводжувача теорем AUTOMATH та теорiї ти-
пiв Мартiна-Льофа. Станом на сьогоднi ми маємо такi потужнi системи як
Coq, Agda, Leam, F* якi базуються на CoC (Calculus of Constructions, Террi
Кокан) та CiC (Calculus of Inductive Constructions, Поулiн-Морiн). Подаль-
ший розвиток систематизацiї призвiв до лямбда кубу та чистим системам
з одiєю аксiомою, як узагальнюючому визначенню ситсем типу CoC, AUT-
68, ECC, Henk, Morte, PTS∞. Головна мотивацiя систем з однiєю аксiомою
— це простота iмплементацiї та простота формальної iмпленетацiї норма-
лiзатора термiв, як термiнального обчислення. За допомогою формальної
мови та типового верифiкатора ми можемо передавати програми по вiд-
критих каналах якi задовiльняють формальним типовим специфiкацям та
складним теоремам як властивостями цих об’єктiв. У якостi областей за-
стосування тут можно видiлити наступнi сфери: 1) мови смарт-контрактiв;
2) сертифiкованi DSL; 3) платiжнi системи, тощо.

1.1 Екстракцiя математично-доведених програм
Завдяки iзоморфiзму Каррi-Ламбека-Ховарда — вiдповiдностi всерединi те-
орiї типiв Мартiна-Льофа [12] мiж доведеннями, моделями та програмами,
де типи, сигнатури та категорiї є просторами (мовами) якi мiстять у собi то-
чки (програми), можемо трактувати терми як программи для обчислення
певного результату, i природа цього обчислення може буде повнiстю по-
збавлена типiзацiї, що дає змогу виконувати такi доведення на практивно
довiльному iнтерпретаторi, так як майже всi так чи iнакше реалiзують мо-
дель лямбда-числення, тут маються на увазi мови JavaScript, Erlang, PyPy,
LuaJIT, K. Також можна будувати екстрактори з iнтераналiзацiєю в C++,
Rust. Ця робота головним чином презентує екстрактор в байт-код вiртуаль-
ної машини Erlang, як модель простого нетипизованого лямбда числення,
накшталт LISP або Smalltalk.

1.2 Системна архiтектура
PTS∞ як мова програмування реалiзую чисту систему типiв, але зi злiчен-
ною кiлькiстю всесвiтiв. Ця система типiв формує основне мовне ядро си-

1IEEE Std 1012-2016 — V&V Software verification and validation
2ESA PSS-05-10 1-1 1995 – Guide to software verification and validation
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стеми доведення теорем, усi iншi системи типiв мiстять чисту систему типiв
як пiдкатегорiю у свому спектрi, та є її нащадками. З точки зору наслiдко-
вих зв’язкiв чиста система типiв є основою усiх системах типiв побудованих
на розшаруваннях, Π-типах, а також систем здатних до доведення теорем.

Поверх цiєї базової ситеми типiв видiляються iншi системи типiв якi мо-
жна звести теж до одно-аксiоматичних систем з чiтко-вираженим кодува-
ннями iзоморфiзмiв. До концептуальної моделi системи доведення теорем
включатимемо наступнi мовнi ядра: 1) Мова з iндуктивними типами для
доведення у стилi математичної iндукцiї; 2) Гомотопiчне ядро з вiдкритим
iнтервалом для доведення у кубiчному стилi; 3) Числення отокiв як ба-
зис для тензорного числення (Futhark); 4) Числення процесiв як базис для
лiнiйних типiв, коiндуктивного моделювання та середовища виконання. Не-
зважаючи на те, що з усiх цих мовних рiвней iснують функтори в систему
з однiєю аксiомою, цi мовнi розширення програмуються як окремi плагi-
ни функтори якi погружаються у головний цикл типового верифiкатора
разом зi своїми правилами. Це дозволяє пришвидшити виконання нормалi-
зацiї термiв у процесi типової верифiкацiї.

Однак не всi вищi мови можуть бути розкладенi в базисi PTS. Як було
показано Geuvers [8] ми не можемо побудувати принцип iндукцiї всерединi
чистої PTS, ми повиннi послабити до залучення оператора нерухомої то-
чки принаймi для типової специфiкацiї самого iндуктивного рекурсивного
типу. Також ми не можемо побудувати елiмiнатор рiвностi та функцiональ-
ну екстенсiональнiсть. Але незважаючи на це PTS це потужна система яка
вiдразу дає змогу генерувати сертифiкованi програми з доведених теорем.
Властивосi можуть доводитися у iнших мовах концептуальної моделi систе-
ми доведення теорем. Прошарок PTS бiльшим чином пов’язаний з мовою
цiльового iнтерпретатору.

Як подальший розвиток цього проекту ми бачимо долучення iндуктив-
ної ситсеми типiв та гомотопiчної системи типiв.

1.3 Мiсце серед iнших мов
Продукт який представлено у статтi виконаний для телекомунiкацiйної пла-
тформи Erlang/OTP вiд Ericsson, що дало змогу використовувати доведенi
програми на цiй вiртуальнiй машинi. Цей додаток експонує наступнi сервiсу
у середовищi Erlang: 1) типова верифiкацiя; 2) нормалiзацiя; 3) екстракцiя.
Усi частини системи PTS∞ написанi на мовi Erlang та виключно для си-
стеми Erlang.

• Рiвень 0 — сертифiкований векторизований iнтерпретатор

• Рiвень 1 — консистентна система з однiєю аксiомою

• Рiвень 2 — вища мова для доведення теорем та перевiрки властивостей
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Табл. 1: Список мов, дослiджених у якостi цiльової платформи для екстра-
кцiї

Target Class Intermediate Theory
C++ компiлятор/native HNC System F
Rust компiлятор/native HNC System F
JVM iнтерпретатор/native Java F-sub3

JVM iнтерпретатор/native Scala System F-omega
GHC Core компiлятор/native Haskell System D
GHC Core компiлятор/native Morte CoC
Haskell компiлятор/native Coq CiC
OCaml компiлятор/native Coq CiC
BEAM iнтерпретатор Henk PTS∞

O iнтерпретатор Henk PTS∞
K iнтерпретатор Q Applicative
PyPy iнтерпретатор/native N/A ULC
LuaJIT iнтерпретатор/native N/A ULC
JavaScript iнтерпретатор/native PureScript System F

2 Консистентна мова промiжного рiвня
Мова PTS∞ є мовою з залежними типами, лямбда численням, розширен-
ням CoC зi злiченною кiлькiстю всесвiтiв для забезпечення консистентностi.
При цьому пiдтримуються два режима: предикативний та iмпредикативний.
В мовi немає аксiоми нерухомої точки, що унеможливлює неконтрольова-
ну рекурсiю та парадокси в системi типiв, а сама система насолоджується
властивостями сильної нормалiзацiї термiв. Усi терми Axioms в такiй си-
стемi вiдповiдають своєму рангу всерединi вкладеної послiдовностi всесвiтiв
Sorts, а складнiсть залежного терму залежить вiд максимальної складностi
самого терму та терму вiд якого вiн залежить, ця складнiсть визначається
правилами Rules. Систему всесвiтiв можна описати за допомогою SAR но-
тацiї Барендрехта [2]:

Sorts = Type.{i}, i : Nat

Axioms = Type.{i} : Type.{inc i}
Rules = Type.{i} Type.{j} : Type.{max i j}

Синтаксис мови PTS∞ базується на синтаксису мови Henk вперше опи-
саний Ерiком Мейером та Саймоном Пейтоном Джонсом в 1997 [11]. Пiзнi-
ше, в 2015 з’явилася Haskell iмплементацiя мови Henk — Morte, яка теж
використовувала кодування Бома-Берардуччi для iндуктивних та нерекур-
сивних лямбда термiв. Ця мова базується виключно на Π-типi, його iнтро
та елiмiнатор, злiченним всесвiтам, бета-редукцiї та ета-експансiї. PTS∞

наслiдує мови Henk та Morte як з точки зору дизайна, так i з точки зору
iмплементацiї, однак у нас бiльш оптимiзованi iндекси де Брейна, якi за-
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стосовуются лише до одноiменних iдентифiкаторiв. Сама мова створена в
дусi мiнамiлзма, та не залежить вiд зовнiшнiх бiблiотек, у тому числi не
залежить вiд лексичних аналiзаторiв та генетарiв парсерiв.

2.1 БНФ та Синтаксичне Дерево
Мова PTS∞ сумiсна з системою типiв CoC, яка реалiзована в мовах Morte
та Henk, однак мiстить ключове розширення — всесвiти можуть iндексу-
ватися натуральним числом Nat. Традицiйно наводимо синтаксис мови у
формi Бакуса-Наура, еквiваленте синтаксичне дерево наведено справа.

<> ::= #opt ion data pts = s t a r (n : nat )
V : := #i d e n t i f i e r | var (n : name)
S : := ∗ < #number > | app ( f a : pts )
O : := S | V | ( O ) | lambda (x : name) (d c : pts )

| O O | O → O | pi ( x : name) (d c : pts )
| λ ( I : O ) → O
| ∀ ( I : O ) → O

2.2 Всесвiти
Так як PTS∞ пiдтримує нескiнченну злiченну кiлькiсть всесвiтiв, її метате-
оричний iндуктивний тип повинен мiстити натуральнi числа. Самi всесвiти
вбодовуються один в одного.

U0 : U1 : U2 : U3 : ...

Де U0 — всесвiт висловлювань, U1 — всесвiт множин, U2 — всесвiт типiв,
U3 — всесвiт видiв, тощо.

Nat
(I)

o : Nat

Typeo
(S)

Ви можете перевiрити чи терм є всесвiтом за допомогою наступної фун-
кцiї. Якщо аргумент не є всесвiтом функцiю верне помилку {error,_}.
s t a r ( : s tar ,N) → N

_ → ( : e r ro r , "∗")

2.3 Предикативнi всесвiти
Усi терми повиннi вiдповiдати рангуAxioms всерединi послiдовностi всесвi-
тiв Sorts, та складнiсть залежних термiв Rules не повинна перевищувати
складнiсть бази та функтору, за допомогою якого породжений терм. Слiд
зауважити та наголосити, що предикативна iєрархiя всесвiтiв не сумiсна з
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Чорч-кодуванням лямбда числення, у цьому можна переконатися спробу-
вавши скомпiлювати базову бiблiотеку в режимi предикативних всесвiтiв.

i : Nat, j : Nat, i < j

Typei : Typej
(A1)

i : Nat, j : Nat

Typei → Typej : Typemax(i,j)
(R1)

2.4 Impredicative Universes
Як вiдомо, всесвiт висловювань, або простiр з одним населеним типом, мо-
жливо додати лише вниз iєрархiї для забезпечення консистентностi. Однак
вiдкритим залишається питання нескiнченної iмпредикативної iєрархiї.

i : Nat

Typei : Typei+1
(A2)

i : Nat, j : Nat

Typei → Typej : Typej
(R2)

2.5 Переклюлчення iєрархiй
Iмпредикативна версiю функцiя визначення iєрархiї h повертає цiльовий
всесвiт B розшарування B над A. Предикативна функцiя у свою чергу по-
вертає максимальну потужнiсть всесвiтiв B та A.

dep A B : impred i ca t i v e → B
A B : p r ed i c a t i v e → max A B

h A B → dep A B : impred i ca t i v e

2.6 Contexts
Контексти моделюють змiннi в процессi розв’язання рiвнянь типової сепци-
фiкацiї. Контексти можна моделювати списками, векторами (Воєводський),
та вкладеними сiгмами (Канонiчний спосiб). Правило елiмiнацiї тут не на-
дається так як контекст в нашiй iмплементацiї повнiстю знищується пiсля
типової верифiкацiї.

Γ : Context
(Ctx-formation)

Γ : Context

Empty : Γ
(Ctx-intro1)

A : Typei, x : A, Γ : Context

(x : A) ` Γ : Context
(Ctx-intro2)
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2.7 Система з однiєю аксiомою
Наша мова входить до класу чистих мов або мов з одним типом, так як
всi правила виводу є компонентами кодування iзоморфiзмом та виводяться
з сигнатури самого Π-типу. Єдинi правила обчислення — бета-редукцiя та
обернене до нього спряжене правило ета-експансiї, їх зв’язок поєднується у
двох додаткових правилах рiвняннях лiвої та правої одиничної композицiї.

x : A ` B : Type

Π (x : A)→ B : Type
(Π-formation)

x : A ` b : B

λ (x : A)→ b : Π (x : A)→ B
(λ-intro)

f : (Π (x : A)→ B) a : A

f a : B [a/x]
(App-elimination)

x : A ` b : B a : A

(λ (x : A)→ b) a = b [a/x] : B [a/x]
(β-computation)

π1 : A u : A ` π2 : B

[π1/u] π2 : B
(subst)

Теореми про PTS можуть бути вбудованi в саму PTS як логiчний фрейм-
ворк для Π-типiв. Наведемо приклад в сиснтаксисi вищої мови.
record Pi (A: Type ) :=

( i n t r o : (A → Type) → Type)
( lambda : (B: A → Type) → pi A B → i n t r o B)
( app : (B: A → Type) → i n t r o B → pi A B)
( applam : (B: A → Type) ( f : p i A B) → ( a : A) →

Path (B a ) ( ( app B ( lambda B f ) ) a ) ( f a ) )
( lamapp : (B: A → Type) (p : i n t r o B) →

Path ( i n t r o B) ( lambda B (λ ( a :A) → app B p a ) ) p)

Терми навмисно наведенi без доведень, так як можуть бути взятi з рi-
зних джерел [2]. Обчислювальна семантика бета та ета правил наведенi у
вищiй мовi як правила Path-типа. В реальнiй iмплементацiї синтаксичне
дерево мови PTS∞ розширене спецiальною вершиною для iмпорта скла-
дних термiв в текст программ на етапi завантаження термiв з довiреного
джерела. Ми також забороняємо рекурсiю по цьому виду вершин.
data om = s t a r (n : nat )

| var (n : name) (n : nat )
| remote (n : name) (n : nat )
| p i ( x : name) (n : nat ) (d c : om)
| fn (x : name) (n : nat ) (d c : om)
| app ( f a : om)

Наш типовий верифiкатор значно вiдрiзняється вiд канонiчного прикла-
ду наведеним Террi Коканом [5], та складається з наступних примiтивiв:
Substitution, variable Shifting, term Normalization, Equality за визна-
ченням та власне Type Checker.
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2.8 Верифiкатор
В чистих системах ми повиннi бути акуратними до рекурсiї, тому як ми
вже сказали ми забороняємо її вiдносно :remote вершин синтаксичного
дерева. Йдеться мова про конструкцiї виду #List/Cons or #List/map де
використовуються шляхи до файлiв вiдносно сховища термiв. За допомогою
кеша у виглядi ETS таблицi ми убезпечуємо себе вiд подвiйної нормалiзацiї
термiв з одними i тими самими iменами.

( : s tar ,N) D → ( : s tar ,N+1)
( : var ,N, I ) D → : t rue = p r o p l i s t s : i s_de f ined N B, om: keyget N D I
( : remote ,N) D → om: cache ( type N D)
( : pi ,N, 0 , I ,O) D → ( : s tar , h ( s t a r ( type I D) ) , s t a r ( type O [ (N, norm I ) |D] ) )
( : fn ,N, 0 , I ,O) D → l e t s t a r ( type I D) , NI = norm I

in ( : pi ,N, 0 , NI , type (O, [ (N, NI ) |D] ) )
( : app ,F ,A) D → l e t T = type (F ,D) ,

( : pi ,N, 0 , I ,O) = T, : t rue = eq I ( type A D)
in norm ( subst O N A)

2.9 Зсув iндексiв де Брейна
Зсув виконує переiменування змiнної N в термi B. Переiменування озна-
чає додавання одиницi до iндексу де Брейна у компонентi яка iндексується
iменем змiнної.

( : s tar ,X) N P → ( : s tar ,X)
( : var ,N, I ) N P → ( : var ,N, I+1) when I >= P

→ ( : var ,N, I )
( : remote ,X) N P → ( : remote ,X)
( : pi ,N, 0 , I ,O) N P → ( : pi ,N, 0 , sh I N P, sh O N P+1)
( : fn ,N, 0 , I ,O) N P → ( : fn ,N, 0 , sh I N P, sh O N P+1)
( : app ,L ,R) N P → ( : app ,L ,R)

2.10 Пiдстановка
Операцiя пiдстановки рекрсивно пiдсталяє значення певної змiнної, яка зна-
ходиться в перному термi.

( : s tar ,X) N V L → ( : s tar ,X)
( : var ,N,L) N V L → V
( : var ,N, I ) N V L → ( : var ,N, I−1) when I > L
( : remote ,X) N V L → ( : remote ,X)
( : pi ,N, 0 , I ,O) N V L → ( : pi ,N, 0 , sub I N V L , sub O N ( sh V N 0) L+1)
( : pi ,F ,X, I ,O) N V L → ( : pi ,F ,X, sub I N V L , sub O N ( sh V F 0) L)
( : fn ,N, 0 , I ,O) N V L → ( : fn ,N, 0 , sub I N V L , sub O N ( sh V N 0) L+1)
( : fn ,F ,X, I ,O) N V L → ( : fn ,F ,X, sub I N V L , sub O N ( sh V F 0) L)
( : app ,F ,A) N V L → ( : app , sub F N V L , sub A N V L)
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2.11 Нормалiзацiя
Функцiя нормалiзацiї рекурсивно виконує операцiю пiдстановки для опера-
цiї функцiональної апплiкаї (в лiтературi називається бета редукцiя, нор-
малiзацiя за допомою обчислення та пiдстановки). Normalization performs
substitutions on applications to functions (beta-reduction).

norm ( : s tar ,X) → ( : s tar ,X)
( : var ,X) → ( : var ,X)
( : remote ,N) → cache (norm N [ ] )
( : pi ,N, 0 , I ,O) → ( : pi ,N, 0 , norm I , norm O)
( : fn ,N, 0 , I ,O) → ( : fn ,N, 0 , norm I , norm O)
( : app ,F ,A) → case norm F of

( : fn ,N, 0 , I ,O) → norm ( subst O N A)
NF → ( : app ,NF, norm A) end

2.12 Рiвнiсть
Операцiя рiвностi за визначення просто рекурсивно порiвнює два терма-
дерева за допомогою патерн-мачiнг оператора Erlang.

( : s tar ,N) ( : s tar ,N) → t rue
( : var ,N, I ) ( : var , (N, I ) ) → t rue
( : remote ,N) ( : remote ,N) → t rue
( : pi ,N1 , 0 , I1 ,O1) ( : pi ,N2 , 0 , I2 ,O2) →

l e t : t rue = eq I1 I2
in eq O1 ( subst ( s h i f t O2 N1 0) N2 ( : var ,N1 , 0 ) 0)

( : fn ,N1 , 0 , I1 ,O1) ( : fn ,N2 , 0 , I2 ,O2) →
l e t : t rue = eq I1 I2
in eq O1 ( subst ( s h i f t O2 N1 0) N2 ( : var ,N1 , 0 ) 0)

( : app , F1 ,A1) ( : app , F2 ,A2) → l e t : t rue = eq F1 F2 in eq A1 A2
(A,B) → ( : e r ro r , ( : eq ,A,B) )

3 Використання мови
Продемонструємо iнтерфейс користувача та покажемо на прикладах, як ви-
користовувати мову PTS∞. Перший приклад, це наївне намагання iмпле-
ментувати MLTT примiтиви за домогою PTS та лише Π-типу. Ми будемо
викорисовувати для нього кодування Бома-Берардуччi [3]. Другий приклад
показує як писати реальнi програми з вводом-виводом в середовищi викона-
ння Ertlang. Ми покажемо формалiзацiю як iндуктивних так i коiндуктив-
них процесiв.

$ . / henk help me
[ { a , [ expr ] , " to parse . Returns {_,_} or { er ror ,_} ."} ,
{ type , [ term ] , " typechecks and re tu rn s type . " } ,
{ erase , [ term ] , " to untyped term . Returns {_,_} ."} ,
{norm , [ term ] , " normal ize term . Returns term ’ s normal form ."} ,
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{ f i l e , [ name ] , " load f i l e as binary . " } ,
{ s t r , [ b inary ] , " l e x i c a l t ok en i z e r . " } ,
{ parse , [ tokens ] , " parse g iven tokens in to {_,_} term ."} ,
{ f s t , [ { x , y } ] , " r e tu rn s f i r s t element o f a pa i r . " } ,
{snd , [ { x , y } ] , " r e tu rn s second element o f a pa i r . " } ,
{debug , [ bool ] , " enable / d i s ab l e debug output . " } ,
{mode , [ name ] , " s e l e c t metaverse f o l d e r . " } ,
{modes , [ ] , " l i s t a l l metaverses . " } ]

$ . / henk pr i n t f s t e r a s e norm a "#L i s t /Cons"
\ Head

−> \ Tai l
−> \ Cons
−> \ Ni l
−> Cons Head ( Ta i l Cons Ni l )
ok

3.1 Сiгма тип
Хоча система PTS достатньо потужна i без сигма типа спроби його побудови
потребують теж селф типа, або явна параметризацiї бази, що у кодуваннi
Бома-Берардуччi буде вiдповiдати кодуванню, використане в мовi Cedile.

data Sigma (A: Type ) (P: A −> Type) (x : A) : Type =
( i n t r o : P x −> Sigma A P)

Σ-типа разом зi своїми елiмiнаторами, згiдно Aaron Stump [14]. Тут ми
показуємо додаткову параметризацiю бази.

−− Sigma/@
\ (A: ∗)

−> \ (P: A −> ∗)
−> \ (n : A)
−> \/ ( Ex i s t s : ∗)
−> \/ ( In t ro : A −> P n −> Exi s t s )
−> Exi s t s

−− Sigma/ In t ro
\ (A: ∗)

−> \ (P: A −> ∗)
−> \ (x : A)
−> \ (y : P x )
−> \ ( Ex i s t s : ∗)
−> \ ( In t ro : \/ (x :A) −> P x −> Exi s t s )
−> Int ro x y

−− Sigma/ f s t
\ (A: ∗)

−> \ (B: A −> ∗)
−> \ (n : A)
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−> \ (S : #Sigma/@ A B n)
−> S A ( \(x : A) −> \(y : B n) −> x)

−− Sigma/snd
\ (A: ∗)

−> \ (B: A −> ∗)
−> \ (n : A)
−> \ (S : #Sigma/@ A B n)
−> S (B n) ( \(_: A) −> \(y : B n) −> y )

> om: f s t (om: e ra s e (om: norm(om: a("#Sigma/ t e s t . f s t " ) ) ) ) .
{{λ , { ’ Succ ’ , 0 }} ,
{any ,{{λ , { ’ Zero ’ , 0 }} , { any , { var , { ’ Zero ’ ,0}}}}}}

Для використання Σ-типу для потреб логiки ми повиннi змiнiти родин-
ний всесвiт на всесвiт висловлюлваннь Prop:

data Sigma (A: Prop ) (P: A −> Prop ) : Prop =
( i n t r o : ( x :A) (y :P x ) −> Sigma A P)

3.2 Тип рiвностi
Другий приклад потужностi мови з однiєю аксiомою це кодування типа
рiвностi системи типiв Мартiна-Льофа.

data Equ (A: Type ) : A −> A −> Type :=
( r e f l ( a : A) : Equ A a a )

−− Equ/@
\ (A: ∗)

−> \ (x : A)
−> \ (y : A)
−> \/ (Equ : A −> A −> ∗)
−> \/ ( Re f l : \/ ( z : A) −> Equ z z )
−> Equ x y

−− Equ/Re f l
\ (A: ∗)

−> \ (x : A)
−> \ (Equ : A −> A −> ∗)
−> \ ( Re f l : \/ ( z : A) −> Equ z z )
−> Ref l x

Ми не можемо зконструювати та зберегти лямбла функцiю для порiвня-
ння довiльних значень типу А, однак ми м=ожем вбудувати тип рiвностi в
типовий верифiкатор, а саме використати його вмiння порiвнювати довiльнi
терми мови:

> om: pr in t (om: type (
om: a ("(\\ ( z : #Equ/@ #Nat/@ #Nat/One #Nat/One) −> #Prop/True)"++

" (#Equ/Re f l #Nat/@ (#Nat/Succ #Nat/Zero ) ) " ) ) ) .
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\/ (True : ∗0)
−> \/ ( In t ro : True )
−> True
ok

> om: p r in t (om: type (
om: a ("(\\ ( z : #Equ/@ #Nat/@ #Nat/One #Nat/One) −> #Prop/True)"++

" (#Equ/Re f l #Nat/@ #Nat/Zero ) " ) ) ) .
∗∗ except ion e r r o r : no match o f r i g h t hand s i d e value

{ er ror ,{"==",
{app ,{{ var , { ’ Succ ’ , 0 }} , { var , { ’ Zero ’ , 0}}}} ,
{var , { ’ Zero ’ , 0}}}}

Таким чином, ми можемо порiвнювати довiльнi значення на етапi ком-
пiляцiї.

3.3 Система ефектiв
Ця робота передбачає компiляцiю на обмежений клас цiльових платформ.
Зараз пiдтримується лише Erlang, Haskell. Erlang версiя призначення для
використання у вiртуальних машинах Erlang/OTP — BEAM (Ericsson, Шве-
цiя) та LING (Cloudozer, Україна). Для виконуючих програм достатньо ви-
користовувати кодування типових систем System F або System Fω. Власти-
востi коду доводити у вищих мовах, а ядро обчислень та самi програми
передбачається розповсюджувати у мовi промiжного рiвня PTS∞, i вже з
неї, за допомогою запропонованої безкоштовної технологiї, екстракт в мову
Erlang. Для забезпечення виконання таких формальних моделей на iнтер-
претаторi Erlang ми повиннi запропоновати технологiю формального моде-
лювання та екстракту формального вводу-виводу. Для цього ми використа-
ємо технологiю вбудовування iнтерпретаторiв визначених синтаксичними
деревами в контекстi виконання вiльних монад (процеси з термiнованою
рекурсiєю) IO-тип та вiльних комонад (потенцiйно нескiнченнiй процеси)
IOI-тип. Самi функцiї getLine та putLine передаються зовнi як функцiї в
монадичний евалуатор iнтерпретатор команд вводу-виводу.

St r ing : Type = L i s t Nat
data IO : Type =

( getLine : ( S t r ing −> IO) −> IO)
( putLine : S t r ing −> IO)
( pure : ( ) −> IO)

3.3.1 Нескiнченний ввiд-вивiд

Типова специфiкацiя на тип Infinity I/O для нескiнченного вводу-виводу.

−− IOI/@: ( r : U) [ x : U] [ [ s : U] −> s −> [ s −> #IOI/F r s ] −> x ] x
\ ( r : ∗)

−> \/ (x : ∗)
−> (\/ ( s : ∗)
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−> s
−> ( s −> #IOI/F r s )
−> x)

−> x

−− IOI/F
\ ( a : ∗)

−> \ ( State : ∗)
−> \/ (IOF : ∗)
−> \/ (PutLine_ : #IOI/data −> State −> IOF)
−> \/ (GetLine_ : (#IOI/data −> State ) −> IOF)
−> \/ (Pure_ : a −> IOF)
−> IOF

−− IOI/MkIO
\ ( r : ∗)

−> \ ( s : ∗)
−> \ ( seed : s )
−> \ ( step : s −> #IOI/F r s )
−> \ (x : ∗)
−> \ (k : f o r a l l ( s : ∗) −> s −> ( s −> #IOI/F r s ) −> x)
−> k s seed step

−− IOI/data
#L i s t /@ #Nat/@

Приклад нескiнченного вводу-виводу.

−− Morte/ c o r e cu r s i v e
( \ ( r : ∗1)
−> ( (((# IOI/MkIO r ) (#Maybe/@ #IOI/data ) ) (#Maybe/Nothing #IOI/data ) )

( \ (m: (#Maybe/@ #IOI/data ) )
−> (((((#Maybe/maybe #IOI/data ) m) ((#IOI/F r ) (#Maybe/@ #IOI/data ) ) )

( \ ( s t r : #IOI/data )
−> ((((# IOI/putLine r ) (#Maybe/@ #IOI/data ) ) s t r )

(#Maybe/Nothing #IOI/data ) ) ) )
(((# IOI/ getLine r ) (#Maybe/@ #IOI/data ) )
(#Maybe/ Just #IOI/data ) ) ) ) ) )

Коiндуктивнi бiндiнги в Erlang.

copure ( ) −>
fun (_) −> fun ( IO) −> IO end end .

cogetL ine ( ) −>
fun ( IO) −> fun (_) −>

L = ch : l i s t ( i o : ge t_l ine ("> ") ) ,
ch : ap ( IO , [ L ] ) end end .

coputLine ( ) −>
fun (S) −> fun ( IO) −>

X = ch : u n l i s t (S ) ,
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i o : put_chars ( " : "++X) ,
case X o f "0\n" −> l i s t ( [ ] ) ;

_ −> corec ( ) end end end .

co rec ( ) −>
ap ( ’Morte ’ : c o r e cu r s i v e ( ) ,

[ copure ( ) , cogetL ine ( ) , coputLine ( ) , copure ( ) , l i s t ( [ ] ) ] ) .

> om_extract : e x t r a c t (" pr iv /normal/ IOI " ) .
ok
> Active : module loaded : { re loaded , ’ IOI ’ }

> om: corec ( ) .
> 1
: 1
> 0
: 0
#Fun<L i s t .3.113171260 >

3.3.2 Скiнченний ввiд-вивiд

Типова специфiкацiя iндуктивного типу I/O для скiнченного вводу-виводу.

−− IO/@
\ ( a : ∗)

−> \/ (IO : ∗)
−> \/ (GetLine_ : (#IO/data −> IO) −> IO)
−> \/ (PutLine_ : #IO/data −> IO −> IO)
−> \/ (Pure_ : a −> IO)
−> IO

−− IO/ rep l i cateM
\ (n : #Nat/@)

−> \ ( i o : #IO/@ #Unit/@)
−> #Nat/ f o l d n (#IO/@ #Unit/@)

(#IO/[>>] i o )
(#IO/pure #Unit/@ #Unit/Make)

Приклад скiнченної рекурсивної програми.

−− Morte/ r e c u r s i v e
((#IO/ rep l i cateM #Nat/Five )
((((#IO/[>>=] #IO/data ) #Unit/@) #IO/ getLine ) #IO/putLine ) )

Iндуктивнi бiндiнги в Erlang.

pure ( ) −>
fun ( IO) −> IO end .

getL ine ( ) −>
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fun ( IO) −> fun (_) −>
L = ch : l i s t ( i o : ge t_l ine ("> ") ) ,
ch : ap ( IO , [ L ] ) end end .

putLine ( ) −>
fun (S) −> fun ( IO) −>

io : put_chars ( " : "++ch : u n l i s t (S ) ) ,
ch : ap ( IO , [ S ] ) end end .

r e c ( ) −>
ap ( ’Morte ’ : r e c u r s i v e ( ) ,

[ getL ine ( ) , putLine ( ) , pure ( ) , l i s t ( [ ] ) ] ) .

Приклад виконання рекурсивної програми всерединi обчислювального
середовища Erlang.

> om: rec ( ) .
> 1
: 1
> 2
: 2
> 3
: 3
> 4
: 4
> 5
: 5
#Fun<L i s t .28.113171260 >

4 Вища мова з iндуктивними типами
Як було показано Герман Геверс [8] принцип математичної iндукцiї немо-
жливо конструктивно побудувати в залежнiй теорiї другого порядку. Однак
iснує багато способiв зробити це. Наприклад, ми можемо вбудувати це пра-
вило в ядро типового верифiкатора, як це зроблено у бiльшостi пруверiв
якi пiдтримують iндуктивнi типи. Також як показали Аарон Стамп та Пенг
Фу [14], можна також дозволити рекурсивне визначення для правла фор-
мацiї, таким чином ввiвши послаблену версiю оператора нерухомої точки,
це трохи видозмiнює лямбда кодування, однак може бути застосовано до
теорiї з залежними типами, як це показано Вiктор Майя у мовi Formality
4. Iншими словам, для забезмебення принципу iндукцiї ми так чи iнашке
мати певну форму оператора нерухомої точки в ядрi типової ситсеми.

Так зване Числення Iндуктивних Конструкцiї (Calculus of Inductive Constructi-
ons [13]) використовується як мова верхнього рiвня поверх PTS, для судже-
ння про программи iндуктивними та коiндуктивними методами. Тут ми

4https://github.com/moonad
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покажемо скетч (БНФ-нотацiю) такої мови верхнього рiвня, яка передбача-
ється кiнцевою мовою користування, яка буде розгортатися за допомогою
макросiв до мови PTS∞. В CiC оператор нерухомої точки дозволений для
усiх термiв, тому перевiрка база вбудована в типовий верифiкатор.

Our future top language is a general-purpose functional language with Π
and Σ types, recursive algebraic types, higher order functions, corecursion, and
a free monad to encode effects. It compiles to a small MLTT core of dependent
type system with inductive types and equality. It also has an Id-type (with its
recursor) for equality reasoning, Case analysis over inductive types.

4.1 БНФ

<> ::= #opt ion
[ ] : := #l i s t
| : := #sum
1 : := #uni t
I : := #i d e n t i f i e r
U : := Type < #nat >
T : := 1 | ( I : O ) T
F : := 1 | I : O = O , F
B : := 1 | [ | I [ I ] → O ]
O : := I | ( O ) |

U | O → O | O O
| fun ( I : O ) → O | f s t O
| snd O | id O O O
| J O O O O O | l e t F in O
| ( I : O ) ∗ O | ( I : O ) → O
| data I T : O := T | record I T : O := T
| case O B

4.2 Синтаксичне дерево
Синтаксичне дерево мови вищого рiвня визначене на самiй мовi вищого
рiвня. Тут ви можете бачити метатеоретичне кодування телескопiв (кон-
текстiв), розгалужень та патерн мачiнгу, та дефiнiцiй iндуктивних типiв за
допомогою оператора data.

data t e l e (A: U) = emp | t e l (n : name) (b : A) ( t : t e l e A)
data branch (A: U) = br (n : name) ( args : l i s t name) ( term : A)
data l a b e l (A: U) = lab (n : name) ( t : t e l e A)
data ind

= s t a r (n : nat )
| var (n : name) ( i : nat )
| app ( f a : ind )
| lambda (x : name) (d c : ind )
| p i ( x : name) (d c : ind )
| sigma (n : name) ( a b : ind )
| arrow (d c : ind )
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| pa i r ( a b : ind )
| f s t (p : ind )
| snd (p : ind )
| id ( a b : ind )
| i dpa i r ( a b : ind )
| i d e l im ( a b c d e : ind )
| data_ (n : name) ( t : t e l e ind ) ( l a b e l s : l i s t ( l a b e l ind ) )
| case (n : name) ( t : ind ) ( branches : l i s t ( branch ind ) )
| c t o r (n : name) ( args : l i s t ind )

Erlang версiя парсера вищої мови реалiзована за допомогою yecc бiблiо-
теки генератора LALR-1 парсерiв, що постачається з платформою Erlang/OTP.
Ця версiя синтаксису є походження кубiчного синтаксису типового верифi-
катора Андерса Мортберга [4] та доступна за адресою 5.

4.3 Кодування iндуктивних типiв
Iснує багато способiв кодувань та моделювання теорiї iндуктивних типiв:
1) Математична нотацiя комутативних дiаграм F-алгебр (Гiнзе, Ву [10]);
2) Iндуктивно-рекурсивне кодування, алгебраїчний тип алгебраїчний типiв,
кодування iндуктивних сiмейств (Даган [6]); 3) Iндуктивно-iндуктивне ко-
дування, для моделювання фактор-типiв (Альтенкiрх, Капозi [1]); 4) Коду-
вання Генрi Форда або кодування лiвими та правими розширеннями Кана
(Камана, Фiоре [9]); 5) Чорч-сумiсне кодування Бома-Берардуччi (Бом, Бе-
рардуччi [3]).

Система доведення теорем PTS∞ поставляється з базовою бiблiотекою
у Чорч кодуваннi з прикладами формального рекурсивного та корекурсив-
ного вводу-виводу.

4.4 Полiномiальнi функтори
Рекурсори дерев, якi визначаються оператором найменшої нерухомої то-
чки називаються рекурсiєю з базою. Вони кодують алгоритми обходження
абстрактних дерев, якi є полiномiальнми функтораими.
Natural Numbers: µ X → 1 +X
List A: µ X → 1 +A×X
Lambda calculus: µ X → 1 +X ×X +X
Stream: ν X → A×X
Potentialy Infinite List A: ν X → 1 +A×X
Finite Tree: µ X → µ Y → 1 +X × Y = µ X = List X

Як ми знаємо є декiлька варiантiв яз змiнна може бути використана в
рекурсивному алгебраїному визначеннi, найменша нерухома точка, це ре-
курсивний вирах який має базу рекурсiї в нерекурсивному кодуваннi Бома-
Берардуччi, яке є узагальненою версiю Чорч кодування. У такому кодува-
ння рекурсори є правими згортками.

5http://github.com/groupoid/hts
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4.5 Приклад кодування модуля List
Тип даних List параметризований типом своїх елементiвA може бути пред-
ставлений як iнiцiальна алгебра (µLA, in) функтора LA(X) = 1 + (A×X).
Позначимо µLA = List(A). Функцiї конструктори (iнтро-правила) nil : 1→
List(A) та cons : A × List(A) → List(A) визначаються як nil = in ◦ inl
та cons = in ◦ inr, таким чином in = [nil, cons]. Для довiльних функцiї
c : 1 → C та h : A × C → C, катаморфiзм f = L[c, h]M : List(A) → C є
унiкальним розв’язком системи рiвнянь:{

f ◦ nil = c

f ◦ cons = h ◦ (id× f)

де f = foldr(c, h). Маючи це, iнiцiальна алгебра представлена функто-
ром µ(1 +A×X) та морфiзмом-сумою [1→ List(A), A×List(A)→ List(A)]
як катаморфiзомом. Далi, закодуємо усi компоненти використовуючи мову
PTS∞:


list = λ ctor → λ cons→ λ nil→ ctor

cons = λ x → λ xs→ λ list→ λ cons→ λ nil→ cons x (xs list cons nil)

nil = λ list→ λ cons→ λ nil→ nil

Тут ми традицiйно показуємо, як List визначається у мовi вищого рiвня,
та як вiн розгортається у мову промiжного рiвня, чисте лямбда числення:

data L i s t : (A: ∗) → ∗ :=
(Cons : A → l i s t A → l i s t A)
( Ni l : l i s t A)

−− L i s t /@
\ (A : ∗)

−> \/ ( L i s t : ∗)
−> \/ (Cons : \/ (Head : A) −> \/ ( Ta i l : L i s t ) −> Li s t )
−> \/ ( Ni l : L i s t )
−> Li s t

−− L i s t /Cons
\ (A: ∗)

−> \ (Head : A)
−> \ ( Tai l :

\/ ( L i s t : ∗)
−> \/ (Cons : \/ (Head : A) −> \/ ( Ta i l : L i s t ) −> Li s t )
−> \/ ( Ni l : L i s t )
−> Li s t )

−> \ ( L i s t : ∗)
−> \ (Cons :

\/ (Head : A)
−> \/ ( Ta i l : L i s t )
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−> Li s t )
−> \ ( Ni l : L i s t )
−> Cons Head ( Ta i l L i s t Cons Ni l )

−− L i s t /Ni l
\ (A: ∗)

−> \ ( L i s t : ∗)
−> \ (Cons :

\/ (Head : A)
−> \/ ( Ta i l : L i s t )
−> Li s t )

−> \ ( Ni l : L i s t )
−> Ni l

record l i s t s : (A B: ∗) :=
( l en : l i s t A → i n t e g e r )
((++): l i s t A → l i s t A → l i s t A)
(map : (A → B) → ( l i s t A → l i s t B) )
( f i l t e r : (A → bool ) → ( l i s t A → l i s t A) )


foldr = L[f ◦ nil, h]M, f ◦ cons = h ◦ (id× f)

len = L[zero, λ a n→ succ n]M
(++) = λ xs ys→ L[λ(x)→ ys, cons]M(xs)
map = λ f → L[nil, cons ◦ (f × id)]M



len = foldr (λ x n→ succ n) 0

(++) = λ ys→ foldr cons ys

map = λ f → foldr (λx xs→ cons (f x) xs) nil

filter = λ p→ foldr (λx xs→ if p x then cons x xs else xs) nil

foldl = λ f v xs = foldr (λ xg → (λ→ g (f a x))) id xs v

4.6 Базова бiблiотека
Базова бiблiотека включає основнi теоретико-типовi конструкцiї, такi як
Unit, Bool, Either, Maybe, Nat, List та IO. Покажемо на прикладах, як
це виглядає. Повна версiя базової бiблiотеки доступна на Github за адресою
6.

data Nat : Type :=
( Zero : Unit → Nat )
( Succ : Nat → Nat )

data L i s t (A: Type ) : Type :=

6http://github.com/groupoid/pts
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( Ni l : Unit → L i s t A)
(Cons : A → L i s t A → L i s t A)

record St r ing : L i s t Nat := L i s t . N i l

data IO : Type :=
( getLine : ( S t r ing → IO) → IO)
( putLint : S t r ing → IO)
( pure : ( ) → IO)

record IO : Type :=
( data : S t r ing )
([>>=]: . . . )

r ecord Morte : Type :=
( r e c u r s i v e : IO . rep l i cateM

Nat . Five ( IO.[>>=] IO . data Unit
IO . getL ine IO . putLine ) )

4.7 Вимiрювання та порiвняння з iншими системами
Мова типового верифiкатора PTS∞ у свою чергу є цiльовою мовою для
мов бiльш високого рiвня, як то мова з iндуктивними типами або мова з
гомотопiчним вiдрiзком. Загальний розмiр бiблiотеки мови PTS∞ складає
300 рядкiв.

Табл. 2: Compiler Passes
Module LOC Description
om_tok 54 LOC Токенайзер
om_parse 81 LOC Синтаксичний парсер
om_type 60 LOC Нормалiзатор та верифiкатор
om_erase 36 LOC Стирання типiв
om_extract 34 LOC Екстракцiя Erlang байткоду

5 Висновки
В роботi запропонована модифiкована версiя CoC, також вiдома як чиста
система або система з однiєю аксiомою, разом з предикативною або iмпре-
дикативною iєрархiєю злiченної кiлькостi всесвiтiв. Ця система вiдома як
консистентна, пiдтримує сильну нормалiзацiю термiв, та вiдвторює базове
ядро усiх сучасних систем доведення теорем, таких як Coq, Lean, Agda,
тощо.

Результати дослiдження В результатi цього дослiдження встановленi
наступнi вiдкриття: 1) Вiдсутнiсть рекурсiї робить неможливим кодування
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принципу iндукцiї, необхiдне послаблення хоча б для сигнатур рекурсивних
типiв, так званi Self-типи, запропонованi у мовi Cedile, авторами Peng Fu та
Aaron Stump [7]. 2) Однак для запезпечення виконання програм System F
цiлком достатньо для забезпечення бiблiотеки часу виконання; 2) Теореми
якi можуть бути вираженими без конструктора нерухомої точки, бiльше
вiдповiдають категорнiй семантицi; 3) Ця система може бути природнiм
чином транпортована у нетипизованi лямбда числення та їх евалуатори,
що розширює область застосування майже на усi iнтерпретатори. 4) Якщо
обмежити розмiр iнтерпретатор та його програм розмiром кеша первого
рiвня, то швидкiсть iнтерпретацiї лямбда контекстiв буде на рiвнi JIT або
native.

Переваги над iснуючими аналогiчними рiшеннями. 1) рафiно-
вана версiя типового верифiкатора на 300 рядкiв; Мiнiмальнiсть ядра дає
змогу швидко переконатися в коректностi та здiйснити ревью; 2) пiдтримка
предикативної та iмпредикативної iєрархiй, як елемент конфiгурацiї PTS∞;
3) евалуатор Erlang бiльш ефективний нiж вбудовування в Haskell; 4) мова
PTS∞ використувється для специфiкацiї нескiнченних процесiв.

Наукове та виробниче використання. 1) Ця мова може використо-
вуватися як сертифiкована ядро для додаткiв з пiдвищеними вимогами до
якостi, такi як фiнансовi додатки, математичнi, або iншi теми, якi потре-
бують перевiрки тотальностi функцiй; 2) Ця мова може використовуватися
як вбудовувана бiблiотека; 3) В академiї PTS∞ може використовуватися як
дидактичний iнструмент з логiки, систем типiв, лямбда численнню, фун-
кцiональним мовам програмування.

Перспективи подальших дослiджень. 1) Розширення спектру цi-
льових мов та доведення семантики у cubicaltt; 2) Побудова екстрактор в
опмитальний лямбда евалуатор з PTS∞; 3) Побудова сертифiкованого iн-
терпретатора на Rust як замiна Erlang; 4) Залучення принципу iндукцiї в
PTS∞ в майбутньому.

6 Подяки
Висловлюється подяка усiм дописувичам Групоїд Iнфiнiтi, хто допомiг уни-
кнути помилок в TeX та Erlang файлах. Також подяка всiм рiдним, хто
пiдтримує нас.
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